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 چکیده
 

که در آن  کنیمدار تعریف میجهت_هاي شبهیافته را همانند گرافتعمیمهاي عمل گراف ابتدا مقاله در این
، سپس با معرفی یک جسم دار و به فرم مونودرومی گراف افراز شده استها به فرم یک عمل گراف جهتي یالمجموعه

   .پردازیمجهی کایرل به تشریح خواص توپولوژیکی آن میچندو
 

 دار، مورفیسم، چند وجهی، ناوردا، مشخصه اویلرعمل گراف، گراف جهت :کلمات کلیدي
  
  
  
  
 
 
  مقدمه.1

گراف نوع متقارن نامیده ) هایشیا برخی زیرگروه(هاي خود جه به گروه اتومورفیسمخارج قسمت عمل گراف با تو
حال چطور . استجهت سودمند هاي حافظو تقارنهاي نگاشت تقارناي در اتصالات همراه با شود که به طور قابل توجهمی
یکی کردن  .دار ناکایرل استاش کنیم و بگوییم که یک نگاشت مرتب و نگاشت جهتتوانیم یک مکعب را توصیفمی

  .شودهاي گوناگون با خواص مختلف میساختارهاي موجود در چنین روشی منجر به ایجاد چندوجهی
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) یک چهارتایی گراف - پیش , , , )V D i r است که V وD 

D رئوس ومجموعه  V .باشندهاي ناتهی جدا از هم میمجموعه
i:. )هاپیکان(ها ارتدمجموعه   D V  راس نگاشتی ست که

r:و  اولیه خود را به هر دارت D D  برگردان است تبدیل یک
  .دهدهر دارت، دارت معکوس خود را اختصاص می به که
  

  
  
  
  

  
  
  
  

)یک چهارتایی   دارجهت گراف , , , )V A j t است کهV وA هاي ناتهی مجموعه
A مجموعه رئوس و V. باشندجدا از هم می

 
j:). یال(ها آركمجموعه  A V 

t:و  ، راس اولیه خودش رابه هر دارت ست کهنگاشتی  A V نگاشتی است 
  .دهدخود را اختصاص می هر دارت، راس انتهاییکه به 

  
  

  
  
  

  
  

)یک چندتایی دار گراف جزئا جهت , , , , , , )V D A i r j t  است که( , , , )V D i r
 

گراف و - یک پیش
( , , , )V A j t دار استیک گراف جهت.    

  
  
  

)دار بین دو گراف جزئا جهت یک مورفیسم  , , , , , , )V D A i r j t  و( , , , , , , )V D A i r j t        براي هرd D  وa A  در رابط
  .   کنندزیر صدق می

   
   
   
   

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

i d i d

r d r d

j a j a

t a t a
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1دهیم  قرار می. ها باشدي ناتهی متناهی از راسیک مجموعه فرض  .تعریف 2[ , ,..., ]mR R R  0کهm   مجموعه
: هايجایگشت ( ), {1,2,..., }ii I R Sym V I m   

 
1 فرض .کننداش میها نامگذاريمجموعه دوران که 2[ , ,..., ]ne r r r 

:2. باشد ي برگردانی از مجموعه ( ), , {1,2,..., }j jj J r Sym V r Id J m     نامندمی) بازتاب(که مجموعه قرینه.  
) تارساخ ; ; , , )e I J     یک عمل گراف رو مجموعه راس  از نوع( , )I J  با نشان( , ), | |, | |m n m I n J   نامیده
  .مراجعه کنید ]1[ به مرجع  .شودمی
  

; زیرگروه .تعریف ( )Mon e Sym    از  ١، گروه مونودرومی عناصر . شودنامیده میMon  روي مجموعه 
  .کنند که این تعریف قراردادیستاز راست عمل می

  .عمل کند بطور متعدي رو مجموعه  Monهمبند است اگر  عمل گراف 
^یافتهتوسعه مورفیسم ^

1( , , , )v i j K  ایزومورفیسم است اگر و تنها اگر^ ^
, ,v i j یافته عمل ایزومورفیسم توسعه .دوسویی باشند

  .یافته استراف به خودش یک اتومورفیسم توسعهگ
eAutهاي توسعه یافتهیک گروه اتومورفیسم  هايز عمل گراف، شامل تمام اتومورفیسما  است.  

  یک عمل گراف باشد آنگاه فرض کنید .قضیه
o eAut Aut Aut    

  .است  ٢ها از گراف زمینهگروه اتومورفیسمAutکه در آن
  

)داریک نگاشت جهت عمل گراف  فرض کنید .مثال ; ; )V R r 1مورفیسم .باشد( ; ; ) ( ; ; )V R r V R r  تناظر با م
  .است "گرفتن تصویر آینه"عمل , به عبارتی دیگراست  معکوس- یک ایزومورفیسم جهت

  
)0خارج قسمت .تعریف )T Aut    شودنوع متقارن نامیده می یک عمل گراف است که گراف.  

  
 G گروه. شودمی ٣مجموعههر نگاشت منظم باعث ایجاد یک هندسه هم .مثال

0سه وارونتوسط  1 2, ,r r r ها و ها، یالهاي متناظر با راسو زیرگروه شودتولید می
1ها به ترتیب توسطوجه 2,r r ،0 2,r r 0و 1,r r شوندتولید می.  

  
  

  
فرض  .تعمیم دهیم ٤کیلی هايگراف ها توسطها را به عمل گرافمجموعه از گروههمهاي توانیم مفهوم هندسهمی

)کنید ; ; )V R e یک عمل گراف باشد و داشته باشیم, ( 1,2,..., )i iS R e i r  آنگاه ، ( ; ; )i i iV S    عمل گراف
  .است) ناهمبند(

                                                
1 monodromy group 
.آیددار به دست میگرافی بدون جهت که از قرار دادن یالی بدون جهت بجاي هر یال جهت 2  
3 coset geometry 
4 Cayley graph 
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( , )i i iF S  را افرازي از مجموعه راس V هاي همبندبه مولفه ( )iافراز. کنیمتعریف می  iFمتناظر است با مسیر ,i iS  
1ام iوجه iFو مولفه هاي  Vروي 2( ; , ,..., )r    1ساختار. شوندنامیده می 2( ; , ,..., )r    مرتبه  با عمل يهندسهr 

  .شودنامیده می
نسبت  rرا به هر هندسه عمل مرتبه rتوانیم هندسه وقوع مرتبه مجموعه، میاي مشابه در هندسه همبا استفاده از ایده

  .]3[ و ]2[ براي توضیحات بیشتر رجوع شود به  .دهیم
  

مثلا  ]4[ .است را درنظر بگیرید که با راس متعدي کایرلجسم چند وجهی یک  حال
در  .راس است 24یال و  60وجه،  38آید داراي دار میمکعب اسنوب که از دو فرم جهت

ها با شرایطی دهیم که جسم چندوجهی تولید شده توسط عمل گرافادامه نشان می
  .ان استیکس 2Tخاص از نظر توپولوژیکی با چنبره 

  
  
  ناورداهاي توپولوژیکی. 2

تلفی داریم و فرض کنیم که اشکال مخ. ها بیان گردیده است بندي کردن مجموعه ي براي ردهاساسا تعریف توپولوژ
از نظر توپولوژیکی دو شکل را معادل گوییم . یک متفاوت هستند ها باهم معادل و کدام یک از آن کدام خواهیم ببینیم  می

لاستیکی داشته باشیم و به عبارت دیگر اگر یک ورقه . ها را به یکدیگر تبدیل نمود اگر بتوانیم با یک تغییر شکل پیوسته آن
ها از  ي آن ی بسازیم، آنگاه همهرا تغییر شکل داده و اشکال مختلف ورقه هم بچسبانیم این را پاره کنیم یا به  که آن بدون آن

) ناوردا(ند لذا پایاهاي تر این اشکال با یکدیگر همئومورف هست نظر توپولوژیکی معادل هستند یا به عبارت دقیق
تواند یک عدد  ولوژیکی میي توپیک پایا. کنند ها تغییر نمی فیسمومورآن مقادیري هستند که تحت تاثیر همئ ٥توپولوژیکی

یا بالاخره . یا یک ساختار جبري باشد که روي آن فضا گذاشته شده است ،هاي همبندي یک فضا مانند تعداد مولفه ،باشد
هاي ي مهمی که از پایا نتیجه. ه باشدتواند تعاریفی در توپولوژي مانند همبندي، فشردگی و غیر توپولوژیکی می یک پایاي

توانند با  هاي توپولوژیکی متفاوت داشته باشند نمیت که اگر دو فضاي توپولوژیکی، پایاشود آن اس می توپولوژیکی حاصل
 2تواند با محور اعداد حقیقی همئومورف باشد زیرا دایره در صفحه به عنوان مثال دایره نمی .یکدیگر همئومورف باشند

] بسته دایره حتی با فاصله. فشرده نیست که محور فشرده است در حالی 1,1] اگرچه تواند همئومورف باشد هم نیز نمی ،
]ي بسته فاصله زیرا .هردو فشرده هستند 1,1] 1که همبند ساده است در حالیS جالب است که . تهمبند ساده نیس

)باز  فاصله که یادآوري کنیم 1,1) با محور امتدادمانند یک قطعه کش وانت زیرا هر فاصله باز را می .همئومورف است ، 
  .پردازیم میکه جنبه عددي دارد، مشخصه اویلر است که در اینجا به شرح آن ي ي جالب دیگر پایا .داد
  
  3مشخصه اویلر در . 3

بندي کردن فضاهاي توپولوژیک از آن استفاده  هاي توپولوژیکی است که براي ردهترین پایا خصه اویلر یکی از جالبمش
گیریم، منظور ما از چندوجهی یک شی هندسی است  در نظر می 3براي معرفی این مشخصه یک چندوجهی در. شود می

نامیم، مرز هر  می ٧مرز هر دو وجه را یک یال .مانند یک چندوجهی محدب .محصور شده است ٦ي چند وجه که به وسیله
رز خطوط مرز چند ضلعی را خط و م ،هاي مسطح براي چند ضلعی. کنند قطع می ٨اي به نام راس دو یال یکدیگر را در نقطه

                                                
5 topologic invariants 
6 face 
7 edge 
8 vertex 
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توجه کنید که مرز دو سادك یا تهی است . نامیم می ٩ها و رئوس را سادك یال ها، ، وجهنامیم، در یک چندوجهی را نقطه می
به عنوان مثال مرز دو وجه یک یال است که خود نیز یک سادك است، تعریف رسمی سادك در . است  یا سادك دیگري

  .آوریم ابعاد بالاتر را در ادامه می
 Kمجموعه  ١٠مشخصه اویلر. همئومورف است Nباشد که با چند وجهی  3یک زیرمجموعه از  K فرض کنیم .فتعری
)را با  )K کنیمنمایش داده و به صورت زیر تعریف می.  

( ) f e vK N N N     
  .هستند Nها و رئوس چندوجهی ها، یالبه ترتیب تعداد وجه vNو  fN  ،eNدر آن 

0تک عضوي برابر عدد  مجموعهیک  مشخصه اویلر  .مثال 0 1 1     0زیرا بنا بر تعریف . استf eN N   1وvN .  
)1برابر است با  1Sهمئومورف است لذا مشخصه اویلر) توخالی(با مثلث  1Sدانیم که دایره می ) 0 3 3 0S    .  

)به این معنی که آیا  شود آن است که آیا این کمیت خوشتعریف است؟ایجاد می ن مااولین سوالی که در ذه )K 
تواند با یک می 2Sکره . کنیمابتدا با یک مثال این موضوع را بررسی می. دارد یا خیر Nبستگی به انتخاب چند وجهی 

)2لذا مشخصه اویلر آن برابر است با . مکعب همئومورف باشد ) 6 12 8 2S      . 2از طرف دیگرS تواند با یک هرم می
)2ا لذا در این صورت نیز مشخصه اویلر آن برابر است ب. نیز همئومورف باشد ) 4 6 4 2S      . اما خوشتعریفی مشخصه

  .اویلر توسط پوانکاره به اثبات رسیده است
  

  .مشخصه اویلر یک مجموعه بستگی به انتخاب چندوجهی همئومورف با آن ندارد. قضیه پوانکاره
1برابر عدد ) توپر(مشخصه اویلر یک مستطیل . مثال 4 4 1     زیرا . استوانه مشخصه اویلر  برابر صفر استدر . است

4. استوانه با یک چهاروجهی که از چهار مستطیل تشکیل شده است، همئومورف است 12 8 0     .  
  

)2مشخصه اویلر  2T در چنبره. مثال )T 2زیرا . برابر صفر استT  همئومورف است وجهی 16با یک.
2( ) 16 32 16 0T      

  
. شود که اگر دو مجموعه با یکدیگر همئومورف باشند مشخصه اویلر آنها باهم برابر استاز قضیه پوانکاره نتیجه می
ی در تشخیص خواص هندسی و ترین کاربرد مشخصه اویلر است کاربردهاي فراوانعکس نقیض این قضیه که اصلی

  .ها داردتوپولوژیکی مجموعه
  

  .توانند با یکدیگر همئومورف باشنداگر دو مجموعه داراي مشخصه اویلر متفاوت باشند، نمی. قضیه
  

0مشخصه اویلر خط برابر  زیرا. همئومورف نیست 1Sخط با دایره . مثال 1 2 1     در حالی که چون دایره با . است
)1برابر است با  1Sهمئومورف است، مشخصه اویلر ) توخالی(مثلث  ) 0 3 3 0S      . 2همچنین کرهS  2با چنبرهT 

  .همئومورف نیست
  

  .دهداویلر در دو مجموعه، همئومورف بودن آن دو مجموعه را نتیجه نمیباید توجه داشت که تساوي عدد 
                                                
9 simplex 
10 Euler characteristic 
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خصه اویلر نقطه برابر حقیقت مشدر . شخصه اویلر برابر دارنداگرچه م .خط با نقطه همئومورف نیست. مثال

0 0 1 1     0خط برابر   که مشخصه اویلراست، در حالی 1 2 1     است.  
  جلد اول و ]6[ ، 167صفحه  ]5[ توانید به مراجعبراي اطلاعات بیشتر در مورد تعریف مشخصه اویلر در ابعاد بالاتر می

  .مراجعه کنید 66صفحه  ]7[
  
  
 یقدردان .4

  .نمایمبه گردن حقیر را دارند، تشکر می معلّمیاز تمامی کسانی که حق 
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